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О конечной липшицевости классов Орлича-Соболева
On finite lipschitz Orlicz Sobolev classes
Аннотация. Найдено достаточное условие конечной липшицевости
гомеоморфизмов класса Орлича-Соболева W 1,ϕloc при условии типа Кальде-
рона на ϕ.
It is found a sufficient condition of finite Lipschitz of homeomorphisms of
the Orlicz-Sobolev class W 1,ϕloc under a condition of the Calderon type.
1 Введение
Напомним некоторые определения. Борелева функция ρ : Rn → [0,∞]
называется допустимой для семейства кривых D в Rn, n > 2, пишут ρ ∈
admΓ, если ∫
γ
ρ(x) ds > 1 (1.1)
для всех γ ∈ Γ. Пусть p > 1. Тогда p-модулем семейства кривых Γ назы-
вается величина
Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ
∫
Rn
ρp(x) dm(x). (1.2)
Здесь m обозначает меру Лебега в Rn.
Пусть D – область в Rn, n > 2. Предположим, что n− 1 < p < n и
Mp(fΓ) 6 KMp(Γ) (1.3)
для произвольного семейства Γ кривых γ в областиD. При предположении,
что f в (1.3) является гомеоморфизмом, Герингом было установлено, что
отображение f является липшицевым, другими словами, при некоторой
постоянной C > 0 и всех x0 ∈ D справедлива оценка
2lim sup
x→x0
|f(x)− f(x0)|
|x− x0|
6 K
1
n−p , (1.4)
см., напр., теорему 2 в [1].
Пусть D – область в Rn, n > 2. Напомним, что гомеоморфизм f : D→
R
n называется отображением с конечным искажением, если f ∈ W 1,1loc и
‖f ′(x)‖n ≤ K(x) · Jf(x) (1.5)
для некоторой почти всюду конечной функции K(x) > 1, где f ′(x) якоби-
ева матрица f, ‖f ′(x)‖ – её операторная норма: ‖f ′(x)‖ = sup
|h|=1
|f ′(x) · h| и
Jf(x) = det f
′(x) – якобиан отображения f .
Пусть p ∈ (1,∞). В дальнейшем, полагаем
Kp(x, f) =

‖f ′(x)‖p
J(x,f) , если J(x, f) 6= 0
1, если f ′(x) = 0
∞, в остальных точках .
(1.6)
Впервые понятие отображения с конечным искажением введено в случае
плоскости для f ∈ W 1,2loc в работе [2], см. также [3].
Следуя Орличу, для заданной выпуклой возрастающей функции ϕ :
[0,∞)→ [0,∞), ϕ(0) = 0, обозначим символом Lϕ пространство всех функ-
ций f : D → R, таких что∫
D
ϕ
(
|f(x)|
λ
)
dm(x) <∞
при некотором λ > 0, см., напр., [4]. Здесь m – мера Лебега в Rn. Про-
странство Lϕ называется пространством Орлича.
Классом Орлича–Соболева W 1,ϕloc (D) называется класс всех локально
интегрируемых функций f, заданных в D, с первыми обобщёнными произ-
водными по Соболеву, градиент ∇f которых принадлежит классу Орлича
локально в области D. Если же, более того, ∇f принадлежит классу Ор-
лича в области D, мы пишем f ∈ W 1,ϕ(D). Заметим, что по определению
W
1,ϕ
loc ⊂ W
1,1
loc . Как обычно, мы пишем f ∈ W
1,p
loc , если ϕ(t) = t
p, p > 1.
Известно, что непрерывная функция f принадлежит классу W 1,ploc тогда и
только тогда, когда f ∈ ACLp, т.е., если f локально абсолютно непрерывна
3на почти всех прямых, параллельных координатным осям, а первые част-
ные производные f локально интегрируемы в степени p в области D, см.,
напр., [5, разд. 1.1.3].
Далее, если f – локально интегрируемая вектор–функция n веществен-
ных переменных x1, . . . , xn, f = (f1, . . . , fm), fi ∈ W
1,1
loc , i = 1, . . . , m, и∫
D
ϕ (|∇f(x)|) dm(x) <∞ ,
где |∇f(x)| =
√
m∑
i=1
n∑
j=1
(
∂fi
∂xj
)2
, то мы снова пишем f ∈ W 1,ϕloc . Мы также ис-
пользуем обозначениеW 1,ϕloc в случае более общих функций ϕ, чем в классах
Орлича, всегда предполагающих выпуклость функции ϕ и ее нормировку
ϕ(0) = 0.
Отметим, что классы Орлича–Соболева сейчас, как и ранее, изучаются
в самых различных аспектах многими авторами, см., напр., [6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21] и [22].
2 Свойства классов Орлича-Соболева
Теорема 2.1 Пусть Ω – открытое множество в Rn, n > 3, f : Ω → Rn
– непрерывное открытое отображение класса W 1,ϕloc (Ω), где ϕ : (0,∞) →
(0,∞) – неубывающая функция, удовлетворяющая условию
∞∫
t∗
[
t
ϕ(t)
] 1
n−2
dt <∞. (2.1)
Тогда отображение f имеет почти всюду полный дифференциал в Ω.
Замечание 2.1 В частности, заключение теоремы 2.1 имеет место,
если f ∈ W 1,ploc при некотором p > n − 1. Последнее утверждение – ре-
зультат Вяйсяля, см. лемму 3 в [23]. Теорема 2.1 является также рас-
пространением в пространство хорошо известной теоремы Меньшова-
Геринга-Лехто на плоскости, см., напр., [24], [25] и [26].
Теорема 2.2 Пусть Ω – открытое множество в Rn, n > 3, f : Ω → Rn
– непрерывное открытое отображение класса W 1,ϕloc (Ω), где ϕ : (0,∞) →
4(0,∞) – неубывающая функция, удовлетворяющая условию
∞∫
t∗
[
t
ϕ(t)
] 1
n−2
dt <∞. (2.2)
Тогда отображение f имеет почти всюду полный дифференциал в Ω.
Теорема 2.3 Пусть U – открытое множество в Rn, n > 3, ϕ : (0,∞)→
(0,∞) – неубывающая функция, такая что для некоторого t∗ ∈ (0,∞)
∞∫
t∗
[
t
ϕ(t)
] 1
n−2
dt <∞. (2.3)
Тогда любое непрерывное отображение f : U → Rm, m > 1, класса W 1,ϕloc
обладает (N)-свойством, более того, локально абсолютно непрерывно от-
носительно (n−1)-мерной хаусдорфовой меры на почти всех гиперплоско-
стях P, параллельных произвольной фиксированной гиперплоскости P0.
Кроме того, на почти всех таких P, Hn−1(f(E)) = 0, если |∇f | = 0 на
E ⊂ P.
Заметим, что, если условие вида (2.3) имеет место для некоторой неубы-
вающей функции ϕ, то функция ϕc(t) = ϕ(c t) при c > 0 также удовлетво-
ряет соотношению (2.3). Кроме того, хаусдорфовы меры являются квази-
инвариантными при квазиизометриях.
Следствие 2.1 При условии (2.3) любое непрерывное отображение f ∈
W
1,ϕ
loc обладает (N)-свойством относительно (n − 1)-мерной меры Хау-
сдорфа, более того, локально абсолютно непрерывно на почти всех сферах
S с центром в заданной предписанной точке x0 ∈ R
n. Кроме того, на по-
чти всех таких сферах S выполнено условие Hn−1(f(E)) = 0 как только
|∇f | = 0 на множестве E ⊂ S.
3 Модули семейств поверхностей
Следуя [27, разд. 9.2, гл. 9], далее k-мерной поверхностью S в Rn называ-
ется произвольное непрерывное отображение S : ω → Rn, где ω – открытое
5множество в Rk := Rk ∪ {∞} и k = 1, . . . , n − 1. Функцией кратности
поверхности S называется число прообразов
N(S, y) = cardS −1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y}, y ∈ Rn .
Другими словами, символ N(S, y) обозначает кратность накрытия точки
y поверхностью S. Известно, что функция кратности является полунепре-
рывной снизу, и, значит, измерима относительно произвольной хаусдорфо-
вой меры Hk, см., [27, разд. 9.2].
Для борелевской функции ρ : Rn → [0,∞] ее интеграл над поверхно-
стью S определяется равенством∫
S
ρ dA :=
∫
Rn
ρ(y)N(S, y) dHky . (3.1)
Пусть Γ – семейство k-мерных поверхностей S. Борелева функция ρ :
R
n → [0,∞] называется допустимой для семейства Γ, пишут ρ ∈ admΓ,
если ∫
S
ρk dA > 1
для каждой поверхности S ∈ Γ. Пусть p ∈ (1,∞) – заданное фиксирован-
ное число. Тогда p-модулем семейства Γ называется величина
Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ
∫
Rn
ρp(x) dm(x) .
4 О емкости конденсатора
Следуя работе [28], пару E = (A,C), где A ⊂ Rn – открытое множество
и C – непустое компактное множество, содержащееся в A, называем кон-
денсатором. Конденсатор E называется кольцевым конденсатором, если
G = A \ C – кольцо, т.е., если G – область, дополнение которой Rn \ G
состоит в точности из двух компонент. Говорят также, что конденсатор
E = (A,C) лежит в областиD, если A ⊂ D. Очевидно, что если f : D → Rn
– непрерывное, открытое отображение и E = (A,C) – конденсатор в D, то
(fA, fC) также конденсатор в fD. Далее fE = (fA, fC).
6Функция u : A→ R абсолютно непрерывна на прямой, имеющей непу-
стое пересечение с A, если она абсолютно непрерывна на любом отрезке
этой прямой, заключенном в A. Функция u : A → R принадлежит классу
ACL (абсолютно непрерывна на почти всех прямых), если она абсолют-
но непрерывна на почти всех прямых, параллельных любой координатной
оси.
Обозначим через C0(A) множество непрерывных функций u : A→ R1
с компактным носителем,W0(E) = W0(A,C) – семейство неотрицательных
функций u : A→ R1 таких, что 1) u ∈ C0(A), 2) u(x) > 1 для x ∈ C и 3) u
принадлежит классу ACL. Также обозначим
|∇u| =
(
n∑
i=1
(
∂u
∂xi
)2)1/2
. (4.1)
При p > 1 величину
capp E = capp (A,C) = inf
u∈W0(E)
∫
A
|∇u|p dm(x) (4.2)
называют p-ёмкостью конденсатора E . В дальнейшем при p > 1 мы будем
использовать равенство
capp E = Mp(∆(∂A, ∂C;A \ C)), (4.3)
см. [29], [30] и [31].
Известно, что при 1 6 p < n
capp E > nν
p
n
n
(
n− p
p− 1
)p−1
[m(C)]
n−p
n (4.4)
где νn - объем единичного шара в Rn, см., напр., неравенство (8.9) в [32].
При n− 1 < p 6 n имеет место оценка
(capp E)
n−1
> γ
d(C)p
m(A)1−n+p
, (4.5)
где d(C) - диаметр компакта C, γ - положительная константа, зависящая
только от размерности n и p , см. предложение 6 в [33].
75 Нижние Q-гомеоморфизмы относительно p-модуля
Говорят, см. [27, разд. 9.2], что измеримая по Лебегу функция ρ : Rn →
[0,∞] является обобщённо p-допустимой для семейства Γ, состоящего из
(n− 1) - мерных поверхностей S в Rn, пишут ρ ∈ extp admΓ, если∫
S
ρn−1(x) dA > 1 (5.1)
для p-почти всех S ∈ Γ.
В работе [34], разд. 13, Ф. Геринг определилK-квазиконформное отоб-
ражение как гомеоморфизм, изменяющий модуль кольцевой области не бо-
лее чем в K раз. Следующее понятие мотивировано кольцевым определе-
нием Геринга.
ПустьD иD′ – области в Rn, n > 2, x0 ∈ D, Q : D → (0,∞) измеримая
по Лебегу функция. Гомеоморфизм f : D → D′ будем называть нижним
Q-гомеоморфизмом относительно p-модуля в точке x0, если
Mp (fΣε) > inf
ρ∈extp admΣε
∫
R
ρp(x)
Q(x)
dm(x) (5.2)
для каждого кольца
R = R(x0, ε, ε0) = {x ∈ R
n : ε < |x− x0| < ε0} , ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0),
где d0 = dist(x0, ∂D) , а Σε обозначает семейство всех сфер
S(x0, r) = {x ∈ R
n : |x− x0| = r} , r ∈ (ε, ε0) . (5.3)
Следующий критерий нижнихQ-гомеоморфизмов, см. [39, Теорема 6.1],
впервые был доказан при p = n в работе [41], теорема 2.1, см. также моно-
графию [27], теорема 9.2.
Лемма 5.1 Пусть D – область в Rn, n > 2, x0 ∈ D, и пусть Q : D →
(0,∞) – измеримая функция. Гомеоморфизм f : D → Rn является ниж-
ним Q-гомеоморфизмом в точке x0 относительно p-модуля при p > n−1
тогда и только тогда, когда
Mp(fΣε) >
ε0∫
ε
dr
||Q|| n−1
p−n+1
(r)
∀ ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈ (0, d0) , (5.4)
8где d0 = sup
x∈D
|x − x0| , Σε – семейство всех пересечений сфер S(x0, r) =
{x ∈ Rn : |x− x0| = r}, r ∈ (ε, ε0), с D, и
‖Q‖ n−1
p−n+1
(r) =
 ∫
D(x0,r)
Q
n−1
p−n+1 (x) dA

p−n+1
n−1
,
где D(x0, r) = {x ∈ D : |x − x0| = r} = D ∩ S(x0, r). Инфимум в (5.2)
достигается только для функции
ρ0(x) =
Q(x)
‖Q‖ n−1
p−n+1
(|x− x0|)
. (5.5)
Лемма 5.2 Пусть D – область в Rn, n > 2, x0 ∈ D, и пусть Q : D →
(0,∞) – измеримая функция и f : D→ Rn – нижний Q-гомеоморфизмом
в точке x0 относительно p-модуля при p > n − 1. Тогда имеет место
оценка
M p
p−n+1
(∆(fS1, fS2, fD)) 6
 r2∫
r1
dr
‖Q‖ n−1
p−n+1
(r)
− n−1p−n+1 , (5.6)
где Sj = S(x0, rj), j = 1, 2.
Доказательство. Действительно, пусть 0 < r1 < r2 < d(x0, ∂D) и
Si = S(x0, ri), i = 1, 2. Согласно неравенствам Хессе и Цимера (см., напр.,
[40] и [43].),
M p
p−n+1
(f (∆(S1, S2, D))) 6
1
M
n−1
p−n+1
p (f (Σ))
, (5.7)
поскольку f (Σ) ⊂ Σ (f(S1), f(S2), f(D)) , где Σ обозначает совокупность
всех сфер с центром в точке x0, расположенных между сферами S1 и S2, а
Σ (f(S1), f(S2), f(D)) состоит из всех (n−1)-мерных поверхностей в f(D),
отделяющих f(S1) и f(S2). Из соотношения (5.7) по лемме 5.1 вытекает
заключение леммы 5.2.
96 Взаимосвязь нижних Q-гомеоморфизмов с класса-
ми Орлича-Соболева
Напомним, что отображение g : X → Y между метрическими простран-
ствами X и Y называется липшицевым, если dist (g(x1), g(x2)) 6 M ·
dist (x1, x2) для некоторой постоянной M < ∞ и всех x1, x2 ∈ X. Го-
ворят, что отображение g : X → Y билипшицево, если, оно, во-первых,
липшицево, во-вторых,M∗ ·dist (x1, x2) 6 dist (g(x1), g(x2)) для некоторой
постоянной M∗ > 0 и всех x1, x2 ∈ X.
Следующее утверждение является ключевым для дальнейшего иссле-
дования.
Теорема 6.1 Пусть D и D′ – области в Rn, n > 3, ϕ : (0,∞)→ (0,∞) –
неубывающая функция, такая что при t∗ ∈ (0,∞)
∞∫
t∗
[
t
ϕ(t)
] 1
n−2
dt <∞. (6.1)
Тогда любой гомеоморфизм f : D → D′ конечного искажения класса W 1,ϕloc
является нижним Kp(x, f)-гомеоморфизмом относительно p-модуля с
p > n− 1.
Доказательство. Обозначим через B (борелево) множество всех то-
чек x ∈ D, где отображение f имеет полный дифференциал и Jf(x) =
det f ′(x) 6= 0. Заметим, что множество B представляет собой не более чем
счётное объединение борелевских множествBl, l = 1, 2, . . . , таких что отоб-
ражения fl = f |Bl являются билипшицевыми гомеоморфизмами, см., напр.,
[38, лемма 3.2.2]. Без ограничения общности, можно считать, что множе-
ства Bl попарно не пересекаются. Обозначим также через B∗ оставшееся
множество всех точек x ∈ D, где f имеет полный дифференциал, однако,
f ′(x) = 0.
По теореме 2.1 множество B0 := D \ (B
⋃
B∗) имеет меру Лебега нуль.
Следовательно, по [27, теорема 9.1] имеем, что Hn−1(B0 ∩ Sr) = 0 для p-
почти всех сфер Sr := S(x0, r) с центром в произвольной точке x0 ∈ D, где
"p-почти всех" определяется в смысле p-модуля семейства поверхностей.
Тогда, в силу [27, лемма 9.1], Hn−1(B0 ∩ Sr) = 0 для почти всех r ∈ R и по
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следствию 2.1 получаем, что Hn−1(f(B0)∩S∗r ) = 0 и H
n−1(f(B∗)∩ S
∗
r ) = 0
для почти всех r ∈ R, где S∗r = f(Sr).
Заметим, что также Hn−1(f(B0)∩S∗r ) = 0 и H
n−1(f(B∗)∩S
∗
r ) = 0 для
почти всех сфер Sr := S(x0, r) в смысле p-модуля семейства поверхностей.
Действительно, пусть Γ0 – подсемейство всех сфер Sr := S(x0, r), для ко-
торых либо Hn−1(f(B0) ∩ S∗r ) > 0, либо H
n−1(f(B∗) ∩ S
∗
r ) > 0. Обозначим
через R множество всех r ∈ R, для которых либо Hn−1(f(B0) ∩ S∗r ) > 0,
либо Hn−1(f(B∗) ∩ S∗r ) > 0. В силу сказанного выше, m1(R) = 0. Тогда по
теореме Фубини m(E) = 0, где E = {x ∈ D : |x − x0| = r ∈ R}. Функция
ρ1 : R
n → [0,∞], определённая символом ∞ при x ∈ E и равная нулю
на оставшемся множестве обобщенно p-допустима для семейства Γ0. Та-
ким образом, по (9.18) в [27] Mp(Γ0) 6
∫
E
ρ
p
1dm(x) = 0, т.е., действительно,
Mp(Γ0) = 0.
По теореме Кирсбрауна, см. [38, теорема 2.10.43], каждое отображение
fl может быть продолжено до липшицевского отображения f˜l : Rn → Rn,
которое по теореме Радемахера–Степанова f˜l дифференцируемо почти всю-
ду в Rn, см. [38, теорема 3.1.6]. В силу единственности аппроксимативного
дифференциала (см. [38, пункт 3.1.2]), можно считать, что при всех x ∈ Bl
выполнено равенство f˜l
′
(x) = f ′(x).
Пусть Γ обозначает семейство всех пересечений сфер Sr, r ∈ (ε, ε0),
ε0 < d0 = sup
x∈D
|x − x0|, с областью D. Для произвольной функции ρ∗ ∈
adm f(Γ), такой что ρ∗ ≡ 0 вне f(D), полагаем ρ ≡ 0 вне D и на B0, и
ρ(x) : = ρ∗(f(x))‖f
′(x)‖ при x ∈ D \ B0 = B ∪B∗
Рассуждая покусочно на каждом Bl, l = 1, 2, . . ., согласно [38, разд. 1.7.6],
а также используя геометрический смысл величины ‖f ′(x)‖ и её связь с
якобианом отображения, см., напр., соотношения (2.5) и (2.6) гл. I § 2 в [42],
имеем, что ∫
Sr
ρn−1 dA =
∫
Sr
ρn−1∗ (f(x))‖f
′(x)‖n−1 dA =
=
∫
Sr
ρn−1∗ (f(x)) ·
‖f ′(x)‖n−1
dA∗
dA
·
dA∗
dA
dA >
∫
Sr
ρn−1∗ (f(x)) ·
dA∗
dA
dA =
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=
∫
S∗r
ρn−1∗ (y)dA∗ > 1
для почти всех Sr, и, следовательно, ρ ∈ extp admΓ. Используя замену
переменных на каждом Bl, l = 1, 2, . . . , см., напр., [38, теорема 3.2.5], ввиду
счётной аддитивности интеграла, получаем также оценку∫
D
ρp(x)
Kp(x, f)
dm(x) 6
∫
f(D)
ρp∗(x) dm(x) ,
что и завершает доказательство.
Следствие 6.1 Любой гомеоморфизм с конечным искажением в Rn, n >
3, класса W 1,αloc при α > n−1 является нижним Kp(x, f)-гомеоморфизмом
с p > n− 1.
6.1 Конечная липшицевость классов Орлича-Соболева
Для непрерывного отображения f : D→ Rn и x ∈ D ⊆ Rn, положим
L(x, f) = lim sup
y→x
|f(y)− f(x)|
|y − x|
. (6.2)
Говорят, что отображение f является конечно липшицевым, если
L(x, f) <∞
для всех x ∈ D.
Теорема 6.2 Пусть D и D′ – области в Rn, n > 3. Предположим, что f :
D → D′ – гомеоморфизм с конечным искажением класса W 1,ϕloc с условием
(6.1) и, кроме того, при p ∈
(
n, n+ 1n−2
)
kp(x0) = lim sup
ε→0
(
−
∫
B(x0,ε)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x)
)p−n+1
n−1
<∞. (6.3)
Тогда
L(x0, f) = lim sup
x→x0
|f(x)− f(x0)|
|x− x0|
6 cn,p · k
γ
p(x0) <∞ , (6.4)
где γ = n−1
n(p−n+1)−p
и cn,p – положительная константа, зависящая только
от размерности пространства n и p.
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Доказательство. Рассмотрим сферическое кольцо R = R(x0, ε1, ε2) с
0 < ε1 < ε2 такое, что R(x0, ε1, ε2) ⊂ D. Тогда E =
(
B (x0, ε2) , B (x0, ε1)
)
–
кольцевой конденсатор в D и fE =
(
fB (x0, ε2) , fB (x0, ε1)
)
– кольцевой
конденсатор в D′.
Пусть Γ∗ = ∆(fS1, fS2, fR), где Sj = S(x0, rj), j = 1, 2. Тогда согласно
(4.3), имеем равенство
cap p
p−n+1
fE = M p
p−n+1
(Γ∗) . (6.5)
По лемме 5.2 получаем, что
cap p
p−n+1
fE 6
 ε2∫
ε1
dr
‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1
(r)
− n−1p−n+1 , (6.6)
где ‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1
(r) =
( ∫
S(x0,r)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dA
) p−n+1
n−1
.
Заметим, что
ε2 − ε1 =
ε2∫
ε1
‖Kp(x, f)‖
n−1
p
n−1
p−n+1
(r) ·
dr
‖Kp(x, f)‖
n−1
p
n−1
p−n+1
(r)
. (6.7)
И применяя неравенство Гельдера с q = pp−n+1 и q
′ = pn−1 имеем
 ε2∫
ε1
dr
‖Kp(x, f)‖ n−1
p−n+1
(r)
− n−1p−n+1 6 1
(ε2 − ε1)
p
p−n+1
∫
R
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x) .
(6.8)
Комбинируя неравенства (6.8) и (6.6), получим
cap p
p−n+1
fE 6
1
(ε2 − ε1)
p
p−n+1
∫
R
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x) . (6.9)
Далее, выбирая ε1 = 2ε и ε2 = 4ε, получим
cap p
p−n+1
(fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)) 6
1
(2ε)
p
p−n+1
∫
B(x0,4ε)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x) .
(6.10)
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С другой стороны, в силу неравенства (4.4) вытекает оценка
cap p
p−n+1
(fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)) > c1 [m(fB(x0, 2ε))]
n(p−n+1)−p
n(p−n+1) , (6.11)
где c1 – положительная константа, зависящая только от размерности про-
странства n и p.
Комбинируя (6.10) и (6.11), получаем, что
m(fB(x0, 2ε))
m(B(x0, 2ε))
6 c2
[
−
∫
B(x0,4ε)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x)
] n(p−n+1)
n(p−n+1)−p
, (6.12)
где c2 - положительная постоянная зависящая только от n и p.
Далее, выбирая в (6.9) ε1 = ε и ε2 = 2ε, получим
cap p
p−n+1
(fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)) 6
1
ε
p
p−n+1
∫
B(x0,2ε)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x) .
(6.13)
С другой стороны, в силу неравенства (4.5), получаем
cap p
p−n+1
(fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)) >
(
c3
d
p
p−n+1 (fB(x0, ε))
m1−n+
p
p−n+1 (fB(x0, 2ε))
) 1
n−1
, (6.14)
где c3 – положительная константа, зависящая только от n и p.
Комбинируя (6.13) и (6.14), получаем, что
d(fB(x0, ε))
ε
6 c4
(
m(fB(x0, 2ε))
m(B(x0, 2ε))
)i1
×
×
(
−
∫
B(x0,2ε)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x)
)i2
, (6.15)
где
i1 =
(1− n)(p− n+ 1) + p
p
, i2 =
(n− 1)(p− n+ 1)
p
и c4 – положительная константа, зависящая только от n и p.
Эта оценка вместе с (6.12) дает неравенство
d(fB(x0, ε))
ε
6 c5
(
−
∫
B(x0,4ε)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1dm(x)
)j1
×
14
×
(
−
∫
B(x0,2ε)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1dm(x)
)j2
, (6.16)
где
j1 =
n ((1− n)(p− n+ 1) + p) (p− n+ 1)
p (n(p− n+ 1)− p)
, j2 =
(n− 1)(p− n+ 1)
p
и c5 – положительная константа, зависящая только от n и p.
Переходя к верхнему пределу при ε→ 0, получаем
L(x0, f) = lim sup
x→x0
|f(x)− f(x0)|
|x− x0|
6 lim sup
ε→0
d(fB(x0, ε))
ε
6 c·[kp(x0)]
n−1
n(p−n+1)−p ,
где c - положительная постоянная, зависящая только от n и p.
Следствие 6.2 Пусть D и D′ – области в Rn, n > 3. Предположим,
что f : D → D′ – гомеоморфизм с конечным искажением класса W 1,ϕloc с
условием (6.1) и, кроме того, при p ∈
(
n, n+ 1
n−2
)
lim sup
ε→0
−
∫
B(x0,ε)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x) <∞ ∀x0 ∈ D. (6.17)
Тогда гомеоморфизм f является конечно липшицевым.
Замечание. В соответствии с леммой 10.6 в [27] конечно липшице-
вые отображения обладают N -свойством относительно хаусдорфовых мер
и, таким образом, являются абсолютно непрерывными на кривых и поверх-
ностях.
Построим пример гомеоморфизма с конечным искажением, не являю-
щегося конечно липшицевым.
Пример. Предположим, что p ∈
(
n, n+ 1n−2
)
. Пусть f : Bn → Bn, где
f(x) =
x
|x|
1 + (p− n) 1∫
|x|
dt
tp−n+1 ln
p−n+1
n−1 (et )

− 1
p−n
при x 6= 0 и f(0) = 0.
Касательная и радиальная дилатации f на сфере |x| = r, r ∈ (0, 1),
легко вычисляются:
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δT =
|f(x)|
|x|
=
(
1 + (p− n)
1∫
r
dt
tp−n+1 ln
p−n+1
n−1 ( e
t
)
)− 1
p−n
r
и
δr =
(
1 + (p− n)
1∫
r
dt
tp−n+1 ln
p−n+1
n−1 ( e
t
)
)− p−n+1
p−n
rp−n+1 ln
p−n+1
n−1 (et )
.
Заметим, что δT > δr и
δ
p−n+1
T = δr ln
p−n+1
n−1 (
e
r
) .
Следовательно, ввиду сферической симметрии мы видим, что
Kp(x, f) =
δ
p
T
δn−1T δr
=
δ
p−n+1
T
δr
= ln
p−n+1
n−1 (
e
|x|
) .
Заметим, что
lim sup
ε→0
−
∫
B(x0,ε)
[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x) =∞ . (6.18)
Тем не менее, как легко проверить по правилу Лопиталя, |f(x)||x| → ∞
при x→ 0, т.е. гомеоморфизм f не является липшицевым в нуле.
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